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2.3 Listas de ejercicios de Calculo Integral

2.3 Listas de ejercicios de Calculo Integral

2.3.1

Calculo de primitivas

Encontrar la expresiéon de las siguientes integrales indefinidas:

a)

d)

g)

/tg2 rdr

/e‘ SeRT cos x dx

/x(2x +5)"0dx
/mdl'

dx
Ver—1
/:L’ sen x dx

b) /x(3x2—|—1)4dm
e) /Hf?d:p

h) / 22452 gy
W[ de

n) / 3;111115(23) dz

q) /arctgmdx

Encontrar la expresién de las siguientes integrales indefinidas:

2) / GG

dx
d) /(m+1)(x2+m+2)2

dx
8 [ wey

b) / i da ¢)
e) /IﬁiJrl dx f)
b) / . — i)

Encontrar la expresiéon de las siguientes integrales indefinidas:

/ cos z cos? (3x) dx

/(tg?’%ﬂg‘*%) dx

5
cos® x
/sen3x dx

/(sen rcost) 2dx

dx
14+3cos? x

b) /cos 5 cos g dx
e) /sen5 xdx
h) / cos®(3z) dx

dz
k) / cosb x

H) /3sena:+2 COST 1.

2senxz+3cosx

Encontrar la expresién de las siguientes integrales indefinidas:

dx
e?+1
dx
sh? z+ch?z

Vo142
/ G —vart
dx
Vz+ Vz

dx
/ (z—2)Vbz—x2—4

b) /ch4:1:dx
e) /cotg4xd:c
h) /x,/i—f& dx
dz
ava2+dz—4
n) /:1:*4(14—3:2)_71 dx

2
c) /w§12ii7 d
f) /x(2x+5)10 dx
) [
1) /x\/calc:g—Q

0) /sen xV/cos? x dx

r) /1112 xdx

x*—6234+1222+6 dx
3 —6x2+122—8

23
+x— 1
/ ($2 +2 dx

2x+1
/ (m2f4) dx

tg?(5

sen? "5 cos® £ d:p

) dx
x

X
cos? d
sen® x

dx

/
/
/ sen? z dz
/
/

cos r+2sen z+3

c) /Sh3xchajdfn

N [ad
: dx
) [

1) / 7 de
0) V1423
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2.3.2 Integral Definida

Comprobar que la funcién f(z) = k, donde k es constante, es integrable en cualquier intervalo
[a,b] de R y calcular el valor de la integral.

Comprobar que la funcién f(z) = ;’ :i i E E?’ 12]] es integrable Riemann en [0,2]. (Utilizar

la condicién de integrabilidad de Riemann.)
Justificar razonadamente la falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) U(f,P1) =4 para P, ={0,1,3,2} y U(f, P2) =5 para P, ={0,1,1,3,2}.
) (f,Pl)—Bpara Pl_{oa agaz}yL(f’PQ)_4para PQ_{Ovi,LgaQ}‘
¢) Tomando P € P[-1,1],
i) L(f,P)=3y U(f.P)=2.
1
(i) L(f.P) =3y UUP) =6y [ f(@)da~

(i) L(f,P) =3y U(f,P) =6 y /11f(:n)d:n: 10.

1 2 5
Se sabe que / f(z)dx =6, / flz)de =4y / f(z)dx = 1. Hallar el valor de cada una de
0 0 2

las siguientes integrales:
5 2 5
| r@de ) / fayde o) [ f@)ds

Considerar la grafica de la funcién f(z) = z+2 en [—1,1]. Construir, a partir de ella, la funcién
F:[-1,1] — R definida medinate F'(x / f(t)dt.

Sea f(z) = ;’ :i i E Eaz?;]()] . Considerar las funciones Fy, Fp:[—2,3] — R dadas por

A = [ fa vy Fa) - | rwat.

a) Obtener expresiones para F; y Fb». jSon continuas en [—2,3]?

b) Estudiar la derivabilidad de Fy y F». En los puntos donde admiten derivada, jes cierto
que Fy(z) = f(x)? 1y que Fy(z) = f(x)?
c) Fy # Fy, pero jen qué se diferencian?

0, siz <0
x, siz € 0,1]

| 185.] Sean f(x) = 2—x sll<[$<2 /f
0, sixz>2

a
b

C

Hallar el dominio de g.
Encontrar un expresién para g y dibujar las gréficas de ambas funciones.

)
)
) Estudiar la continuidad y derivabilidad de ambas funciones.
)

d) Comprobar que ¢'(x) = f(x), para cada = € Dom(g’).

Sea f(x) = / T +Sen2 ;dt. Caleular f(z) y f'(x), indicando sus dominios de definicién.
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Hallar f'(z), indicando su dominio de definicién, para

a) f(z)= /:3 1+sen2tdt b) f(z)= (/;Hsen?tdt)S'

sen x

Q) f@)= [ ekt <ﬂfmzlﬁ“@“®Hmwﬁ

Hallar el dominio y la expresién de f/(z) para cada una de las siguientes funciones:

COS T

4 n|z|
) f<x):/171dt b) f(x):/zl Lat o) f(x):/x sen(12) dt

2 3

Sean f derivable y F / f(t)dt. ;Es cierto que F’( / f/(t)dt? jPor qué?

x
Si f es continua, calcular F’(x), siendo F(x) :/ xf(t)dt
0

Probar que si f:IR — R es continua y periédica de periodo 1', entonces

a+T T
[ f@de= [ s@ar veer
a 0

Demostrar que se verifica la igualdad

/abf(;r)d:v:/abf(a+b—x)dx

Sea f:IR — IR estrictamente creciente y continua, con f(0) = 0. Calcular los extremos de la
(z+3)(z—1)
funcién / f(t)dt.
0

Dada la funcién f estrictamente creciente en R, con f(0) = 0, y continua, estudiar el creci-
3_2x2 42

miento, decrecimiento y los extremos de F'(x) = / f(t)dt.
1

xT
Encontrar los valores de = para los que la funcién F(z) = / te~tdt alcanza algin extremo.
0

Sean f y g funciones reales continuas en [a,b] que verifican que

/abf(:c) dx = /abg(x) dx

Demostrar que existe un punto ¢ € [a, b] tal que f(c) = g(c).
1
Se define la funcién beta por B(n,m) = / 2" 1 (1 — )™ ldxr para n,m € N, n,m > 0.
0

a) Probar que B(n,m) = B(m,n)
b) Probar que B(n,1) = B(1,n) = - (”TI!)'O'

@PMmeﬁmmEZBmmﬁlem—uWu> BB+ 1m — 1) y deducir
de ello que B(n,m) = %(_ml—)'l)'
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2.3.3 Aplicaciones de la Integral

Probar que el drea encerrado por la curva f(z) = pz™, con x € [0,a], p€ Ry n € N es alﬁra” )

.

Hallar el drea de la figura limitada por la curva y = z(x — 1)(z — 2) y el eje de abcisas.

Calcular, de dos maneras distintas, el drea de la figura limitada por la curva y = 23, la recta
y =28,y el eje OY.

201.| Hallar el area encerrado por la elipse 2—; + g—j =1.
Hallar el 4rea de la figura comprendida entre las pardbolas y = 22, y = %, y la recta y = 2z.
Calcular el drea de las dos partes en que la pardbola y? = 2z divide al circulo 22 + y? = 8.
Calcular el area de la figura limitada por la hipérbola i—z — g—z =1 y la recta x = 2a.

Calcular el drea de cada una de las partes en que las curvas 2y = 22 y 2z = y? dividen al circulo
24,2
=ty < 3.

Calcular el area limitada por las curvas f(z) = % y g(z) = m cuando z € [0,1].

Calcular el drea encerrada por la curva y = /1 — 22 + arcsen \/x y el eje de abcisas.
(Nota: Estudiar el dominio y el signo de la funcién.)

La curva que aparece en la figura de la derecha, llamada
“astroide”, viene dada por la ecuacion

2 2 2
g;'3—|—y3:a3 s

Hallar el area encerrada por la astroide.
(Nota: Se sugiere el cambio z = asen®t 6 x = acos®t.)

Calcular el drea de la figura limitada por la curva a’y? = z2(a? — 22).

win

Calcular el drea de la figura comprendida dentro de la curva (£)* + (4)5 = 1.

Comprobar usando la integracién, que el volumen de una esfera de radio r es %7‘("1‘3
Considerar el sélido V', expresado analiticamente como
V= {($7y72)2$2+y2 < 2% 0§Z§2—y}

y formado al cortar el cilindro 22 + y? < 22 por los planos z = 0

e y+ z = 2. Describir y calcular el area de las secciones de V
paralelas a cada uno de los planos coordenados.

Hallar el volumen del elipsoide 2—2 + z—j + i—; =1.

Hallar el volumen encerrado por el paraboloide eliptico %4—% =z y limitado por el plano z=5.

Hallar el volumen del elipsoide, engendrado por la rotacién de la elipse 2—; + Z—; = 1 alrededor
del eje 0X.

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje 0Y, la parte de la pardbola
y? = 12z, que intercepta la recta = = 3.
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La recta z = 2 divide al cfrculo (z — 1)? 4+ y? < 4 en dos partes.

a) Calcular el volumen generado al girar alrededor de la recta y = 0 la parte de mayor area.
b) Calcular el volumen generado al girar alrededor de la recta x = 0 la parte de menor drea.
c¢) Calcular el volumen generado al girar alrededor de la recta © = 0 la parte de mayor area.
d) Calcular el volumen generado al girar alrededor de la recta = 2 la parte de mayor area.
e) Calcular el volumen generado al girar alrededor de la recta x = 2 la parte de menor area.

Hallar el volumen del cuerpo limitado por el hiperboloide de una hoja ﬁ—j g—z — i—j =1y los
planos z =0y z = h.

Hallar el volumen del cono eliptico recto, cuya base es una elipse de semiejes a y b y cuya altura
es igual a h.

Hallar el volumen del cuerpo limitado por los cilindros: 2 + 22 = a? e y? + 2% = 2.
221.| Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies z = 22 y

z =1—y? (ver figura de la derecha) a partir de las dreas formadas
al seccionar el cuerpo por planos paralelos al plano z = 0.

222.| Calcular el volumen de cada una de las partes en que queda dividido un cilindro circular recto
de radio 2 y de altura 8 por un plano que, conteniendo un diametro de una de las bases, es
tangente a la otra base.

223.] Sobre las cuerdas de la astroide 23 + y% =23 , paralelas al eje 0X, se han construido unos cua-
drados, cuyos lados son iguales a las longitudes de las cuerdas y los planos en que se encuentran
son perpendiculares al plano XY. Hallar el volumen del cuerpo que forman estos cuadrados.

224.| El plano de un tridngulo mdévil permanece perpendicular al

g : . . . e
didmetro fijo de un circulo de radio a. La base del triangulo =_=_—=’=='='=
. . P . —
es la cuerda correspondiente de dicho circulo, mientras que su \ ‘—__‘====_'='=’1
Y s . / —
vértice resbala por una recta paralela al didmetro fijo que se en- =‘-‘=_-._=_’==_’g"",
. . . 1
cuentra a una distancia A del plano del circulo. Hallar el volumen =T"-‘-'==_’g‘ﬁ",
. . £ v g ¥
del cuerpo (llamado “conoide”, ver figura aneja) engendrado por : =-_‘-_=_‘=5_'g‘.
. iy iy ]
el movimiento de este tridngulo desde un extremo del didmetro PR ————

hasta el otro.

Un circulo deformable se desplaza paralelamente al plano XZ de
tal forma, que uno de los puntos de su circunferencia descansa

2
sobre el eje 0Y y el centro recorre la elipse “Z—; + z—g = 1. Hallar

el volumen del cuerpo engendrado por el desplazamiento de dicho
circulo.

Sea S el recinto del plano limitado por la pardbola y = 4 — 22 y el eje de abscisas. Para cada
p > 0 consideramos los dos recintos en que la parédbola y = p? divide a S,

Alp) ={(z,y) € S:y>pa®} vy  Bp)={(z,y) €S:y<pa’}

a) Hallar p para que las dreas de A(p) y B(p) sean iguales.

b) Hallar p para que al girar A(p) y B(p) alrededor del eje de ordenadas obtengamos sélidos
de igual volumen.
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2.3.4 Integrales Impropias

—+o0
Calcular el valor de / %.
—0oQ
+o0o 0
Calcular/ e Ydx y/ etdzx.
0

—0o0

+00 +00
Estudiar el caracter de / N %i;% dx y hallar VP [ %ix% dzx.

+o0
Probar que / z—i diverge para cualquier o € IR.
0

Probar que /

—0o0

+oo +oo
sen xdx no es convergente. ;jExiste V P / senxdx?

Estudiar el caracter de las siguientes integrales, segin los valores de a € R.
+oo 9 +o0 d
a) / tdr b) / e, para a > 1
a a
Responder razonadamente, sobre la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
e.¢]
a) Si f:]a,+00) — R, es continua y h'm f(z) =0, entonces / f(z)dz converge.
b) Si f:[a,+00) — R, es derivable, creciente y acotada entonces / f(x)dz converge.

1000
c) Si/ f(x)dx es convergente, entonces/ x)dz </ f(z
a

a

d) Si / f(z) + g(x) dz converge, entonces /
a

a

f(z)dx y / g(x)dx son convergentes.
a

1 1 1
) Si / flz)dz y / g(x)dx convergen, entonces / f(x)g(x)dx converge necesariamente.
0+ 0+ o+

oo (0.9}
Probar que si f y ¢ son funciones positivas tales que / f(z)dx y / g(z)dx convergen y
a a

oo
existe, cuando x — 00, el limite de una de las funciones, entonces / f(z)g(z)dr converge.

Estudiar el caracter de las integrales siguientes:

a) / (2 + senx)dx b) / e dx c) / e du
0

0 o 00
d) /1 azde e) [ . Ltdr f) /0 e?* (222 — 4a)dx
0 0o ) .
g) / e**(22% — 4x)dx h) / xe " dx i) / %dm
-0 0 0
1 0 VT , (+a?)
oo 1
m) /0 e “senxdx n) /0 x‘(if_z) 0) / sen x—il-co;a:dw
" dx ! et 5 e®
p> /0 I—cosx q) /0 emi_ldx I‘) A de
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1
a) / —Szr;x dz
0

V2
d / L —d
) 0 (x2—1)% .

T 2l
g) /1 sen® ~dx

3
(T-2)%a3

) /
0
arc g(xfl) l

d) [ S/
A=

us
—x

3
g) /0 <12zosx

b) / sen222:1: dx
0

Estudiar el cardcter de las integrales siguientes
x

!
nz
C) /1 e e

f /oo dx
) 0 x+(x3+1)%

2 d
o [
InzIn(z + 1)dx i / zw dx.
/ ) 0 e’t+1

2
—1) dx

za

a) / 1— 1—cosz 1.
0

d) /Ooo

g) / x®sen xdx h) /
0 a

Estudiar el caracter de las integrales siguientes
4 (1—tgx)‘ser;zdx /

1

e) /

0

™
1+£_
e
0 x2

Encontrar los valores de a, para que las integrales siguientes sean convergentes
[e.e]
ax
b) / (m2+1 T 2z+1
e}
dx
V1—a?

*° 1
e) /0 ( V14222

—arcsenx
3 dz

YN
x2 —7:1:

sen3(9§71) dx
zln® z

dx

0 xT
e
C) /0 eT4+1 ez 1

/ VT sen 2 VEsen z o

In(1+=x)
[eS)

i) / x.
0

1
sen z arctg3 (z—1) d
2
(z—1)3 shz

2
Z_—\/1+senzx
dx

1

c) /OOO

—ﬁ)dw

sen2 x
x2_—

=pl(p).

oo
Se define la funcién gamma por I'(p) / xPe "dx
0
~%*dx, siempre que la integral

) Probar que estd definida para todo p > —1 y se verifica que T'(p + 1)
+00) — IR. Se define la funcién transformada integral de Laplace de la funcién

a
b) Calcular, usando a), I'(6)

Sea f:[0, .
f, que denotaremos por L{f}, como L{f(x) / f(z

exista. Probar que
) Si fx) =1, F(s) = £{1} = 1.
b) Si F(s)=L{f(x)} y G(s) = L{g(x)}, entonces, para todo A\, u € R
LN (@) + pg(x)} = AL{f ()} + plig(x)}.
lim f(x)e % = 0, a partir de un cierto s, y existe

) Si f es derivable y verifica que
L{f'(z)} = sL{f(x)} — f(0)

L{f(x)}, entonces
= 147, usando la parte c)

) L{z} = % y que L{sen(az)}
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